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Hilfmittel (s. [3])

Sei J ein nicht-leeres Intervall von R.
Sei ¢ : J — R eine Abbildung.
Wir definieren:

1. ¢: 0 —> R ist convex genau dann, wenn
Vx,y e J Vte[01] ¢o(tx+(1-¢t)y)<td(x)+ (1 -¢t)d(y)

2.

Gelte ¢ (J) c R, .
¢: J —> R ist logarithmisch convex genau dann, wenn
In(¢) : J —> R convex ist.

Gelte ¢ (J) c R+.
Da exp : R — R convex und monoton steigend ist, gilt das
Folgende:

(0 : 0 —> R ist logarithmisch convex) =
(0 : 0 —> R ist convex)

Sei J ein nicht-leeres offenes Intervall von R.
Sei ¢ : J > R eine differenzierbare Abbildung.

(0 : 0 > R ist convex) <<

(¢ : 0 > R ist monoton steigend)

Sei J ein nicht-leeres offenes Intervall von R.
Sei ¢ : J > R eine 2-mal differenzierbare Abbildung.

(6 : v > R ist convex) <«
d)” 2 O



2. Gamma-Funktion (s. [3])

Die Gamma-Funktion I': R —> R ist fur alle a € R#_ defi-

+
niert durch das absolut konvergente Integral

>0
In der Literatur kann man Folgendes finden:

r: fR+ — R ist analytisch

Va e R, T(a+1)=oa-T(a)
Vk e Ny T(k+1)=k!

r: ]R+ — R ist logarithmisch convex

(und also auch convex)
F1)=1und I'(2) =1
Nach (4) und (5) gilt:
[ | [2; 0o ist monoton steigend
Wir definiern eine Abbildung y : |-1;0[ — R durch
Vue |-1;0[ y(u) =T (u+1)
Dann gilt nach (2):
v e bl 7(v+1) = (v + 1)1 (v)
Zusatzlich liefert (6):

y | [1; [ ist monoton steigend



3 Zwel Transformationen fur Po
tenzreihen

Fir jedes a € R+_ existieren zweil Transformationen von Potenz-

reihen:

o0 o0 1 ~

> a_x" > > —a Xt (T1)
n n+ao -

und

0 0 -
1 1

> —b x5 > ———— b x1T¢ (T2)

— n! 1 — y(n + a) n

n=0 n=0

Fiir jedes t € Rﬁ_, fir das die betrachtete Potenzreihe absolut

konvergent ist, sind auch die beiden Transformationen (T1) und
(T2) absolut konvergent.

Fiir die Transformation (T1) gilt:

n+a 1
n=0 n=0

Das Differenzieren der Transformation (T2) resultiert im gln-
stigen Fall in einer gutartigen gewdhnlichen linearen Dif-
ferentialgleichung. Dann liefert ein Vergleich der Transforma-
tion (Tl) mit den Termen der Losung dieser DGL (s. Kapitel 7)
eine interessante Gleichung. Mann kann diese Methode auf jede
Potenzreihe anwenden, bei der ein “gutartige” innerer Zusam-
menhang der bn besteht.



4 Betrachtung von -1ln(1-x)

Sei o e]R+.
Sei J = ]0;1[ .
Wir definieren eine Abbildung f : J — R durch

© . n o0
- 1)!
Vt e J f(t)::—ln(l—t)=Zt—=Z"Mtn
n n!
n=1 n=1
Nach Analysis gilt:

f :J > R ist wohl-definiert und differenzierbar

Wir definieren nun eine Folge (bn) durch
neN
0
VvneN., b ’ 7=
n e =
0 n (n-1)! n>0

Dann gilt das Folgende:

< 1
Vted f(t)= ) —b,t"
n.
n=0



5. Differenzieren von (T1l)

Wir definieren eine Abbildung f : J — R durch

YVt e J %(t):z =

1 1
1+t 1 -

0.0]
= X (e
-t n=0

Nach Analysis gilt:

f:J > R ist wohl-definiert und differenzierbar

Wir definieren nun eine Folge (an) durch
neNO

Vn € Nb a = (—1y7

Dann gilt das Folgende:

o0
Veed f(t)= ) at"
n=0



Gelte x = (idR) | J.

Wir wenden die Transformation (T1l) auf f:J —> R an und erhal-
ten die Abbildung A, J = R:

1 A tn+(0c+l)

VieJd A4 (t) = Sy
- o (t) n+(a+1) 2

0
(-1)" n+(o+1
n+ (o +1) £ ( )

M8 5 s

n=0
— i (_l)n_l fnta
n+ o
n=1

Offenbar ist A(x : J > R wohl-definiert und differenzierbar

und es gilt das Folgende:

tOL

1+t

' _ Lo _
Vted A (t)=t -f(t)=

bzw.

Aa :J > R ist eine Stammfunktion wvon



6. Differenzieren von (T2)

Wir wenden nun die Transformation (T2) auf die Abbildung
f :J —> R an und erhalten die Abbildung B, :J = R :

VteJ B_ (t) OZO: L p cnta i (n - 1)
S = _— = —_
a =0 y(n+a) B ot y(n + a)

tI’l+OL

Offenbar ist Ba : J > R wohl-definiert und differenzierbar

und es gilt flir alle t € J:

B (t) = ély(f(]n‘—jy)(n fa)entoel o
e B
@ iy(ﬁn;; et -
) Y(la) i El V(nn+' a) S
@ il Torr- T
i v(la) o taHIé v(f(ln_:zx') S
kR é o X] )=
_ v?oc) o, atl X—aé:l y(fzn—JrlL') n+ocJ’ (t) =
_ y(loc) o, toc+1( g (X))' ©



Fir alle t € J gilt:

(x_“Ba (x))’ (t) = —(xt_(OH_l)Ba (£) + £ B (¢)

Dann folgt fur alle t € J:

B (t) = - (1a) £ 4 (0L (—at_(a”)Ba (t) + £ %8B
= ﬁ t* —aB, (t) + tB, (t)
bzw.
(1-¢t)B, (t) = (la) t* — aB, (t)
bzw.
By (6) = ——=——1t* - —%—5_ (o)
o (1-¢t)y(a) 1 -t @

SchlieBlich kommen wir zu dem Schluss:

B genigt der gewdthnlichen linearen DGL

(Y ),*' > Yo = = x% on J
a 1 -x" @ (1-x)y(a)

!/

(0

©))



7. Losung der DGL (s. [2])

Satz:
Vor.: Sei 1 ein nicht-leeres offenes Intervall von R.
Sei g : I > R eine stetige Abbildung.
Sei h:I —»> R eine stetige Abbildung.
Sei & € T.
Sei n e R.
Beh.: Das Anfangswertproblem
v'+g(t)y = h(t) v () =n ter
hat genau eine Losung. Sie existiert auf ganz I.
Bem.: Sei G :I > R die Stammfunktion von g :I — R mit

G(¢) =0, d.h.
t
VieT G(f) = jg(r)dr
g

Dann gilt fir die Losung des Anfangswertproblems:

Die obigen Integrale sind offenbar wohl-definiert.

-10 -



8. Anwendung des vorherigen
Satzes

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel bendtigt man eine Ab-
bildung ¢ : R\ {-1} - R\ {1}, die definiert ist durch

Vs e R\ {-1} (p(s)::l+s

Dann gilt das Folgende:
¢ : R\ {-1} > R\ {1} ist differenzierbar

Vs e R\ {-1} ¢'(s) = ﬁ

¢ (Jo; 1[) < Joi 1
und

¢: R\ {-1} > R\ {1} ist bijektiv

(p_l : R\ {1} > R\ {-1} ist differenzierbar
t

1 -t

vee R\ {1} ¢t (t) =

Nach [3] gilt der folgende Satz (Substitutionsregel) :
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Satz:

Vor. : Seien s, 5, € Jo; 1] (Cave! 0) (]O; 1[) c (]O; l[)) .
Sei die Abbildung u : |0;1] - R definiert durch

ve e o1 u(e) ::[ t ja L

1-t¢t 1-t¢t
Beh.: u:]0;l] > R ist differenzierbar und es gilt:
o(s) s 1
(03
ul(r)dr = o do
J- (x) j l1+o
(P(So) 0
Bem. : Die obigen Integrale sind offenbar wohl-definiert.

Proof.: Nach [3] gilt:

¢(s) s
j u(t)dr = I u (¢ (0)) ¢ (o) do
o(s) >0

Dabei gilt fir alle o € [0;1]:

www»¢w>=(‘“@ ] ! !

1-¢(c)) 1-9(0) (1+0)

Die Terme kénnen interpretiert werden (G € p;lD:

%EELT:«Wwam“=&

1-¢(o)
1 1 1
= = =1l+o0
1-¢(c) ,__O© 1
l+o l+o
Man erhdlt schlieBlich fir alle o € [0;1]:

1 (9 (0)) ¢ (6) = 0% - —

(1 + o)
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Im speziellen Fall von Kapitel 6. ist I = p;l[ und die Abbil-
dungen g : J > R und h:J — R sind definiert durch

a

Vt e J (€) =
7 1-¢

R S '
(1-t)y(a)

Wir definieren jetzt eine Abbildung Ta :J > R durch

VYVt € J h(t) :

Vs edJ T, (s) = y(a) (1 +s)*- B, (9 (9))

Wir beweisen schlieBRlich:

Ta ist eine Stammfunktion wvon

bzw.
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Beweis:
Sei S
Stammfunktion G : J > R von g : J > R mit G(&) = 0:

€ J und gelte ¢ := ty = (p(so) € J. Dann gilt fir die

t
Vt e J Glt) = Ig(r)dt = —o(ln(l -t)-1n(1 - §))
g

und

YVt e J eG(t) = (ﬁ)a
1 -t

und

vteog G _ (1 — tJa
1-¢

Da Ba eine LOsung den Anfangswertproblems
v +g(t)y = h(r) v (&) = B, (¢) ted

ist, kann man den Satz aus Kapitel 7. anwenden und erhalt filr
alle t e J:

0= (1) |2 (F’“z(l:?wa)'ﬁ_@a W e

-14 -



Dabei gilt fir alle t e J:

= tja 5, ()= U= 5 ()

L5 (1-¢8)°

und
1-¢) £ & 1-E& o B
(1—aj '£<1—r>y(a>'(1-r) "
(1-t)°‘.’j i el
1 - &) é(l—r)v(a) (1-1)®
L-0* [ e
() I . (1-1)~dt=

g

(1—t)°‘_t Tt ¢
v () i(l-—r] 1 -1 ar

Jetzt wenden wir die Substitution s = t auf die letzten

1 -t
beiden Gleichungen an.
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Wir erhalten fur alle s € J:

1-9(s))" (o)
) s - T ©

und

(1 ~ @(S)ja '¢(S) a - éja i

-t i(l—r)y(a)'(l—r dv =
(-0 @ 4
v (o) I (1 - rj 1 -1 ar =
¢(So)
C-e@)* § o 1
v (a) S-[ 1+cd
0

Jetzt kann man die Terme in (10) interpretieren und e rhalt
fur alle s € J:

bzw.

1+ o
0
bzw (Vs edJ 1- @(s):: ! )
1+ s
o 1
T (s) - T, (SO) = o e do
0
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9. Eine interesante Gleichung

Sei J = ]0;1[.
Nach (*) und (**) gilt:

Va € ]R+ A - T(x =0
Also existiert eine Abbildung A : R+ - R mit
Vo e R, VseJ k(a)zAa(s)—Ta(s)

Da Va € R+ lim A, (s) = lim T (s) = 0, folgt:
s—0+ s—0+

Vo e R, A(a) =0

Nach den Definitionen von Aoc und Toc gilt fir alle o € R+ und

alle s € J:

2 (-1t - n—1)! n+a
2 %SH+Q_Y(Q)(1+S)OL 2 F(Eq+ocl)+ 1)(@(5)) =0
n=1 n=1

Dabei kann man die Terme interpretieren:

n-—1
o 1 1
Vn e N Va € R Y() = .
+ * T'(n+a+1l) n+oa i it
und
n+ao

VneNO V(xe]R+ Vs € J (1+s)a((p(s))n+azs—
(1+s)n

Damit gilt fur alle a € ]R+ und alle s € J:

i [(—1)nl [nHl EJ _ ;LHHI - U (n - 1! Ate _ g
n=1 izli (lﬁ-sy] i=li + a n+ o
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